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CAPITULD

PROBARBILIDARDE

CONCEITOS BRSICOS

Neste capitulo iremos explorar a nocao de probabilidade para, em seguida, apresentar uma
teoria matematica Util para calcular probabilidades de eventos associados a experimentos ale-
atorios ou fendmenos aleatdrios, isto é, experimentos cujos resultados finais sdo conhecidos
somente apds a realizacao dos mesmos. Por exemplo,

a)

b)

@)
d)

e)
f)

g)

h)

o nimero de likes que vocé ira receber no periodo de 24h apds a sua postagem em uma
rede social;

a quantidade de metros clbicos de gas consumida na sua residéncia no primeiro semestre
do préximo ano;

0 tempo, contado a partir de hoje, que a l@mpada do seu quarto levara para queimar;

o nimero de quilowatts consumidos na sua residéncia no préximo més.

Em contraposicao aos fendmenos aleatérios existem os fendémenos deterministicos,
quando é possivel determinar seu resultado mesmo antes de realiza-lo, conhecendo-se
determinadas condicfes. Na natureza existem muitos exemplos de experimentos deter-
ministicos. Por exemplo, na Fisica ha vérios modelos deterministicos, como

a primeira lei de Newton que estabelece a forca, conhecendo-se massa e aceleracao;

a lei do movimento retilineo uniforme em que é possivel calcular a distancia percorrida
pelo mével, conhecendo-se a velocidade e tempo transcorrido;

a lei do movimento uniformemente variado em que é possivel calcular a distancia percor-
rida pelo moével, conhecendo-se a aceleracao, a velocidade e o tempo transcorrido.

a lei da gravitacao universal em que é possivel calcular o tempo de queda de um objeto
que é lancado em queda livre, conhecendo-se a altura, a aceleracao da gravidade, des-
prezando a resisténcia do ar.

Tais modelos da Fisica sao chamados modelos matematicos deterministicos, uma vez que é
possivel determinar quantidades de interesse, conhecendo-se certas condicoes, mesmo sem
a realizacao do experimento.

Para explicar fendmenos aleatérios como exemplificados nos itens a) a d), usamos modelos
matematicos ndo deterministicos chamados modelos probabilisticos. Neste caso, mesmo co-
nhecendo algumas condicGes, nao é possivel determinar qual sera o resultado antes da reali-
zacao do experimento.



Um pouco de histéria da Probabilidade

Antes de comecar o estudo um pouco mais formal de probabilidade, apresentaremos um breve
resumo sobre a histdria da probabilidade.

A nocao de acaso e ocorréncias de fenémenos aleatérios foram percebidas sensorialmente
pela humanidade bem antes de sermos capazes de utilizar a Matematica como forma de des-
cricdo do mundo. No entanto, a percepcao antiga é de que havia uma razao mitica para o apare-
cimento de tais fenémenos. Ha varios registros historicos de 2700 A.C. do uso de dados antigos
(como os ossos astragalos e dados egipcios, ilustrados nas figuras 1.1 e 1.2), usados para uma
tomada de decisao regida pelos Deuses do Acaso, quando o homem queria se eximir de sua
responsabilidade na escolha e tomada de decisao.

Figura 11: Astragalos Figura 1.2: Dados egipcios

A prépria Biblia nos informa que “ndo cai uma folha de uma arvore sem que o Pai ndo deseje".
Essa crenca de que deuses (no mundo panteista) ou Deus (ho mundo monoteista) eram os
regentes desses fendmenos, acarretou um atraso histérico na matematizacao do acaso e na
criacao da Teoria das Probabilidades, uma area considerada cognitivamente desafiadora até
hoje na Ciéncia. Como bem colocou Piaget em seu famoso livro A Origem da Ideia do Acaso na
Crianca: "Em contraste com as operacoes légicas e aritméticas, a probabilidade é descoberta
gradualmente.”

Por isso, foi preciso esperar os séculos XVI e XVIl para que matematicos como Cardano, Tar-
taglia, Pascal e Fermat (figura 1.3), para citar alguns, conseguissem dar uma explicacdo mais
consistente do conceito de acaso/aleatoriedade no seio da Matematica, a partir, primordial-
mente, do estudo de jogos de azar e de sua conexdo estreita com a Analise Combinatéria.
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Glrc;!‘w_fsa?rg]a e Tartaglia (pseudénimo de

Niccolo Fontana
(1500-1557)

Blaise Pascal
(1623-1662) Pierre de Fermat
(1601-1665)

Figura 1.3: Alguns matematicos que originaram a discussdo do conceito de acaso

No entanto, poderiamos dizer que a ideia fundamental por trés da matematizacao do acaso
reside essencialmente na Estatistica, quando esta reconhece, pela sua prépria natureza, que
fendmenos aleatérios, embora sem explicacéo deterministica, tendem a demonstrar uma certa
taxa regular de ocorréncia conforme sdo realizados varios experimentos similares ao longo do
tempo. A busca de um modelo que expligue tais regularidades de ocorréncia do fenémeno em
estudo é a ideia central da Teoria das Probabilidades e sua utilidade hoje em varios campos cien-
tificos, como Economia, Medicina, Robdtica, Engenharia, Computacao, Biologia, etc, demonstra
como a teoria esta mais perto da Estatistica do que da abordagem feita por meio do dialogo
com a Analise Combinatéria durante os Séculos das Luzes.

E somente na primeira metade do século XX que a teoria das probabilidades vai adquirir uma
base axiomatica rigorosa por meio da construcao tedrica estabelecida pelo matematico russo
Kolmogorov (figura 1.4). Desde entdo a teoria das probabilidades tem sido vista como uma das
areas mais promissoras da Matematica e a ferramenta por exceléncia para modelar e explicar
os mais variados fenémenos aleatérios presentes no mundo contemporaneo.



Andrei Kolmogorov
1903-1987

Figura 1.4: Andrei Kolmogorov

Veja na figura 1.5 uma linha do tempo destacando acontecimentos importantes no desenvolvi-
mento da teoria das probabilidades.

Registros de objetos Bernoulli Kol
de ossos similares Cardano (distribuicéo (F C:jmogorovd
a dados (ndimero binomial) un am.e'ntos e
Probabilidade)

./ combinatério) ~—e ;\ b~

Fermat e Pascal
(Principios do
calculo de
probabilidades)

Probabilidade
condicional e
teorema de Bayes)

\ \ \ \
3000 A.C. 0 500 1000 1500 2000

Figura 1.5: Linha do tempo

Nos capitulos A Natureza da Estatistica e Medidas de Posicdo e Dispersdo, vimos como resumir
a informacdo de dados aleatérios amostrais com o objetivo de entender estruturas Uteis para
uma tomada de decisdo sob incerteza. Neste capitulo, analisaremos as caracteristicas extrai-
das dos dados aleatérios amostrais a fim de revelar como a Estatistica nos auxilia a descrever
as regularidades de ocorréncias de determinados eventos aleatérios.
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N3o deterministico (aleatério) ou deterministico? Atividade
.

Classifique cada experimento a seguir em aleatdrio ou deterministico.

Deseja-se observar:

a) o valor constante de cada prestacdo quando se financia um eletrodoméstico,
estabelecendo-se a taxa de juros efetiva ao més, a quantidade de meses do financi-
amento e o pagamento da primeira prestacao no ato da compra.

b) a distancia percorrida por um objeto em movimento, conhecendo-se a velocidade e o
tempo transcorrido.

c) a quantidade de metros clibicos de dgua consumida em sua residéncia no primeiro se-
mestre do préximo ano.

d) ovalor a ser pago na conta de luz da sua residéncia no préximo més.

e) asua média final em Mateméatica desse ano.

Interpretando medida de incerteza

.

Responda os itens a seguir.

a) A probabilidade de ocorrer cara quando lancamos uma moeda honesta é 0,5. Isso signi-
fica que toda vez que lancarmos essa moeda 100 vezes, ocorrerdo 50 caras? Por qué?

b) Foi publicada a previsao do tempo, indicando que a probabilidade de chover amanha na
regido onde vocé mora e estuda é de 30°%". Que decisdo vocé tomaria com base nessa
previsao: levar ou ndo um guarda-chuva para a escola? Por qué? Como vocé interpreta
essa previsao?

c) Um estudo na area de Sadde indicou que a probabilidade de uma pessoa vir a ter o Diabe-
tes € 10°%". Isso significa que ao acompanhar um grupo de 500 pessoas, 50 delas terdo
Diabetes? Por qué?

Avaliando probabilidades

.

Bloco | - Probabilidade classica

a) De um grupo de 10 estudantes, um seréd sorteado para ser o representante de turma.
Como sdo 4 meninas e seis meninos, decidiu-se, para fazer o sorteio, representar as
meninas por cartdes ilustrados com triangulos e os meninos por cartdes ilustrados com
circulos. Os cartdes foram colocados numa caixa e um sera sorteado (figura 1.6).



A ©® O A O

- J

Figura 1.6: Cartdes ilustrados

Qual é a probabilidade (chance) de ser escolhida uma menina como representante de
turma? Por qué?

b) Numa rua ha 10 casas. O nimero de moradores por casa esta representado na figura 1.7.
Suponha que vocé ira escolher ao acaso uma casa desta rua.

Figura 1.7: llustracao dos nimeros de moradores por casa

c) Qual é a probabilidade de que a casa escolhida tenha exatamente 4 moradores? Por
qué?

d) Qual é a probabilidade de que a casa escolhida tenha mais de 4 moradores? Por qué?

e) Suponha que vocé va girar a roleta ilustrada na figura 1.8.
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Figura 1.8: Roleta

Qual é a probabilidade de que a seta pare na regido pintada de cinza? Por qué?

Bloco Il - Probabilidade frequentista

a) Suponha que vocé tenha lancado uma moeda 20 vezes e que tenha observado a face
“cara” 19 vezes e a face “coroa” uma vez. Se vocé lancar esta moeda mais uma vez, qual
é a probabilidade (chance) de a face voltada para cima resultar em “cara"? Por qué?

b) Suponha que um bebé tenha nascido na maternidade mais préxima de sua casa na ma-
nha de hoje. Qual é a probabilidade de que este bebé seja um menino? Por qué?

c) Apesquisa TIC Educacdo 2016, do Centro de Estudos sobre as Tecnologias da Informacao
e da Comunicacao (Cetic), coletou dados de cerca de 11 mil estudantes do segundo seg-
mento do Ensino Fundamental e do Ensino Médio. Entre varias informacdes, verificou-se
que cerca de 8.500 estudantes usam smartphones como seu principal meio de acesso
a internet. A pesquisa aconteceu entre agosto e dezembro de 2016." (Leia a reportagem
publicada no Gl.com.br).

Qual é a probabilidade de que um estudante de Ensino Fundamental Il ou Médio, escohido ao
acaso, use como seu principal meio de acesso a internet um smartphone, usando os dados
dessa pesquisa? Por qué?

Bloco lll - Probabilidade subjetiva
a) Qual é a probabilidade de que o Brasil se classifique na fase de grupos na préxima Copa
do Mundo que ird competir?

b) Qual é a probabilidade de que daqui a 8 anos vocé tenha concluido um curso de nivel
superior?

c) Qual é a probabilidade de que vocé esteja casado(a) aos 25 anos?



https://g1.globo.com/educacao/noticia/52-das-instituicoes-de-educacao-basica-usam-celular-em-atividades-escolares-aponta-estudo-da-cetic.ghtml

m s\ \slsl} CONCEITOS BASICOS

Como vocé fez para determinar as probabilidades no bloco | da Atividade avaliando probabili-
dades? E nobloco II? E no bloco IlI7 Vocé deve ter percebido que, dependendo da situacdo, nem
sempre é possivel atribuir probabilidades a um evento, usando o mesmo tipo de raciocinio.

Por exemplo, considere o experimento “observar se um corpo celeste caira sobre a casa onde
vocé mora dentro de uma hora"

Figura 1.9: Corpo celeste

H& dois resultados possiveis: cair ou nao cair. Vocé acha que é razoavel atribuir probabilidades
iguais a estes dois resultados?

Certamente nao, pois sabemos que a situacao “cair” € um evento rarissimo. Em toda a sua vida,
vocé ja observou um evento deste tipo?

Neste caso, nao faz sentido atribuir probabilidades iguais para os dois resultados possiveis.
Uma probabilidade razoavel para o resultado “cair” seria bem pequena, préxima de zero e nao
igual a probabilidade do resultado “nao cair”.

Antes de apresentarmos diferentes interpretacoes de probabilidade, vamos comecar definindo
0s termos espaco amostral e evento.

Espaco amostral Conjunto que compreende todos os resultados possiveis de um experimento
aleatério.

Usaremos a letra mailscula S para denotar espaco amostral.

Por exemplo, no item (b), do bloco | da Atividade avaliando probabilidades, um espaco amos-
tral pode ser representado por S = {1,2,3,4,5, 6,8}, pois este conjunto compreende todos os
nimeros possiveis de serem obtidos, quando sorteamos uma casa do bairro. Observe nova-
mente que, neste caso, também nao é razodvel atribuir probabilidades iguais aos elementos
deste espaco amostral, pois na rua héd duas casas com exatamente 1 morador, duas casas com
exatamente 4 moradores e duas casas com exatamente 8 moradores, enquanto que ha ape-
nas uma casa com exatamente 2 moradores, uma casa com exatamente 3 moradores, uma
casa com exatamente 5 moradores e uma casa com exatamente 6 moradores.

Evento E qualquer subconjunto 4 do espaco amostral S para o qual faz sentido atribuir uma
probabilidade.

PRDBF!BII.IDF!DE] CARITULD
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Veja, na figura 1.10, uma representacao de um evento (conjunto) A em um espaco amostral S
(conjunto universo), usando diagrama de Venn.

S

e N
A

- J

Figura 1.10: Representacao de conjuntos no diagrama de Venn

Ao realizar um experimento aleatério, dizemos que um evento A ocorreu, se o resultado tiver
sido um elemento de A. Por exemplo, se ao lancarmos um dado com as faces numeradas de
1a 6, tiver ocorrido face 2 e A é 0 evento “a face voltada para cima corresponde a um ndmero
par’ isto é, A = {2,4,6}, dizemos que o evento A ocorreu.

MY N
1{ 'E‘W?f
g “F

Figura 1.11: Dados comuns de seis faces numeradas de1a 6

Evento elementar Subconjunto unitario do espaco amostral S; ou, equivalentemente, subcon-
junto do espaco amostral S no qual ha apenas um resultado possivel.

Por exemplo, no lancamento de um dado, podemos representar o espaco amostral por § =
{1,2,3,4,5,6}. Nesse caso, os eventos elementares sdo os conjuntos unitarios:

{13, {2}, {3}, {4}, {5} e {6}

Operacdes de unido, intersecao e complementariedade

Faremos agora uma répida revisao sobre operacdes entre conjuntos (unido, intersecdo e com-
plementariedade), pois eventos sdo conjuntos e nés estamos interessados em calcular proba-
bilidades de eventos.



Unido O conjunto A U B (lé-se A unido B) corresponde a reunido de todos os elementos de A
e 'de B. Veja na figura 1.12, uma representacao de A U B, usando diagrama de Venn, em
que o conjunto A U B corresponde a regido pintada.

Figurall2: AUB

Dizemos que o evento A U B ocorreu se pelo menos um dos dois eventos, A ou B, tiver
ocorrido.

Intersecdo O conjunto A N B (lé-se A intersecdo B) corresponde a colecéo de todos os ele-
mentos que pertencem simultaneamente ao conjunto A e ao conjunto B. Veja na figura
113 uma representacao de A N B, usando diagrama de Venn, em que o conjunto AN B

corresponde a regiao pintada.

Figurall3: AN B

Dizemos que o evento A N B ocoreu, se os eventos A e B tiverem ocorrido simultanea-
mente.

Complementariedade O conjunto A (lé-se A complementar) corresponde a colecéo de todos
os elementos do conjunto universo (espaco amostral S) que ndo pertencem ao conjunto A.
Veja na figura 1.14 uma representacao de A, usando diagrama de Venn, em que o conjunto

A corresponde a regido pintada.
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Figura 1.14: Evento complementarde A : A

Dizemos que o evento A ocorreu, se o evento A ndo tiver ocorrido.

Pela definicdo das operacfes de uniao, intersecao e complementareidade dizemos que

m oOevento AUB ocorreu se, e somente se, pelo menos um dos dois eventos A ou B tiverem
ocorrido;

m oOevento AN B ocorreu se, e somente se, os dois eventos A e B tiverem ocorrido simulta-
nemante.

m Oevento A ocorreu se, e somente se, o evento A néo tiver ocorrido.

Dois eventos A e B sao ditos eventos disjuntos se A N B = (), ou seja, se A e B nao tiverem
elementos em comum.

Dado qualquer espaco amostral S, os conjuntos S e () (conjunto vazio) séo considerados even-
tos especiais e chamados de evento certo e evento impossivel, respectivamente.

Para o evento certo (S) atribui-se probabilidade 1 e, para o evento impossivel (0), atribui-se
probabilidade zero. Para qualquer outro evento, a probabilidade deverd ser um ndmero real no
intervalo [0,1].

Para concluir essa breve revisao de operac6es com conjuntos, vamos apresentar a propriedade
distributiva da operacdo de intersecao com a uniao de dois eventos, a saber,

(AUBYNC =(ANC)U(BNC)

Para visualizar melhor essa propriedade, considere A, B e C eventos em um espaco amostral
S, representados nos diagramas de Venn da figura 1.15, lembrando que as intersecdes nesses
diagramas podem ser conjuntos vazios.



B C B C

N J N J
Figura 1.15: Diagramas de Venn com trés conjuntos: 4, Be C

No primeiro diagrama, pinte de uma cor AU B e com outra cor, pinte o conjunto C, destacando
a regiao que foi pintada pelas duas cores. No segundo diagrama, pinte o conjunto A N C' e,
com a mesma cor, o conjunto BN C. Aregiao pintadada corresponde ao conjunto dado no lado
direito daigualdade. Finalmente, verifique que as regides destacadas correspondem ao mesmo
conjunto.

A seguir, serao apresentadas trés interpretac6es da probabilidade.

Interpretacao classica de probabilidade

Na interpretacao classica de probabilidade todos os eventos elementares sdo considerados
igualmente provaveis (equiprovaveis).

Esta interpretacao costuma ser usada em problemas envolvendo lancamento de dados, sor-
teios de cartas de um baralho e outros jogos. De fato, os primeiros trabalhos tedricos publi-
cados envolvendo probabilidades no século XVII, fazem uso desta interpretacdo e envolvem
calculos de probabilidades de eventos em jogos de azar.

No entanto, nem sempre a interpretacao classica sera adequada: lembre-se do exemplo da
gueda de um corpo celeste.

Um outro problema com esta interpretacao é a circularidade do conceito de probabilidade para
definir a prépria probabilidade, pois considera em sua definicao “resultados igualmente prova-
veis" que depende do conceito de probabilidade.

Interpretacao frequentista de probabilidade

Na interpretacao frequentista de probabilidade, a probabilidade de um evento é definida como
afrequéncia relativa de ocorréncia deste evento, se o0 experimento for repetido, sob as mesmas
condicBes, um grande nimero de vezes.

Problemas com esta definicao envolvem falta de clareza: o que siginificam

m 'sobas mesmas condicdes™? e

m 'umgrande numero de vezes"?

Além disso, existem fendmenos Unicos para 0s quais ndo é possivel realizar repeticdes, por
exemplo, o experimento que envolve verificar se daqui a 8 anos seu nivel de instrucao sera
superior completo ou nao.
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No entanto, esta interpretacdo é muito Util e amplamente usada em modelagens probabilis-
ticas. De fato, a interpretacdo frequentista de probabilidade tem suas origens com a Lei dos
Grandes Numeros, importante resultado da teoria das probabilidades estabelecido pelo ma-
tematico suico Jakob Bernoulli (1654 - 1705). Bernoulli levou mais de vinte anos para provar a
féormula matematica, que foi publicada em seu livro “A Arte da Conjectura” (Ars Conjectandi) por
seu sobrinho Nicolau Bernoulliem 1713. Bernoulli afirmou que quanto maior o nimero de tenta-
tivas (repeticdes do experimento), mais a proporcao de tentativas bem-sucedidas (frequéncia
relativa de ocorréncia do evento de interesse) se aproxima de p (probabilidade do evento de
interesse ocorrer).

Figura 1.16: Jakob Bernoulli (1654-1705)

Veja na figura 1.17 uma ilustracao da Lei dos Grandes NUmeros na qual mostra-se uma simula-
cdo do lancamento de uma moeda honesta (probabilidades iguais de cara e coroa) 1000 vezes.
Os graficos ilustram a frequéncia relativa de caras, ou seja, nimero de caras obtidas sobre o
numero de lancamentos da moeda (eixo vertical) em funcdo do nimero de lancamentos da
moeda (eixo horizontal). A linha horizontal indica o valor % = 0,5, a probabilidade tedrica de
ocorrer cara para uma moeda honesta. Observe como rapidamente a frequéncia relativa se
aproxima do valor 3.



Frequéncia relativa de caras

Figura 1.17: Simulacao do lancamento de uma moeda honesta 1000 vezes com destaque para

1000 langamentos

L T T T
0 200 400 600

Namero de lancamentos da moeda

0s 100 primeiros lancamentos da moeda.

Frequéncia relativa de caras

Figura 1.18: 100 primeiros
mentos

100 lancamentos

800

1000

T T
0 20 40 60

Namero de lancamentos da moeda

lancamentos da moeda com destaque para os 10 primeiros lanca-
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Namero de lancamentos da moeda

Figura 1.19: 10 primeiros lancamentos da moeda

Observe que nesta simulacao ocorreu cara no primeiro lancamento da moeda de tal modo que a
frequéncia relativa de caras inicial & 1. Além disso, nota-se que nas repeticées iniciais a frequén-
ciarelativade caras oscila muito mais, no entanto, rapidamente ela se aproxima de 0,5comuma
oscilacdo desprezivel.

Observando a figura 1.19, o que vocé diria que ocorreu (cara ou coroa), no terceiro lancamento
da moeda? Por qué?

Interpretacao subjetiva de probabilidade

Na interpretacdo subjetiva de probabilidade, probabilidades de eventos saéo designadas de
acordo com a experiéncia que o pesquisador tem sobre o fendmeno em investigacao. No pri-
meiro exemplo desta secao (queda de um corpo celeste) pode-se dizer que adotou-se a in-
terpretacao subjetiva quando atribui-se uma probabilidade pequena, préxima de zero, para o
evento “nao cair”.

Uma critica a esta interpretacao é a de que pessoas diferentes podem atribuir probabilidades
diferentes para um mesmo evento. No entanto, observe que as outras duas interpretacdes
também sdo subjetivas.

O importante, quando adota-se a interpretacao subjetiva, é ter coeréncia. Por exemplo se sa-
bemos que um evento A ocorre com frequéncia quatro vezes maior do que um evento B, entao
P(A)=4-P(B).

Se temos a percepcdo de que é mais provavel que certo evento ocorra do que ele nao ocorra,
atribuimos a ele uma probabilidade maior do que 0,5. Por outro lado, se temos a percepcao
de que é menos provavel que certo evento ocorra do que ele ndo ocorra, atribuimos a ele uma
probabilidade inferior a 0,5. Se temos a percepcao de que nao existe favorecimento entre a
ocorréncia ou nao de certo evento, ou mesmo se nao sabemos nada sobre ele, atribuimos a ele
uma probabilidade de 0,5. Arazao pela qual usamos o valor 0,5 como referéncia se da pelo fato



de que 0,5 é exatamente o centro da escala da probabilidade que variade 0a1(0 a100%) como
sera formalizado na Secao Organizando: Probabilidade - regras basicas e propriedades.

SENC\ sl CONCEITOS BASICOS
Espaco amostral ndo é tinico!
r

Considere as familias com trés filhos no bairro onde vocé mora. Suponha que deseja-se calcu-
lar probabilidades do tipo: “qual a probabilidade de que uma dessas familias com trés filhos
tenha dois meninos e uma menina?”.

a) Construaum espaco amostral adequado para calcular esta probabilidade, considerando
as possiveis sequéncias de nascimentos dos trés filhos na familia.

b) Construa um outro espaco amostral, considerando a quantidade de meninas em cada
casal de trés filhos.

Avaliando probabilidades a partir de um histograma

.

No capitulo Medidas de posicao e dispersao foram trabalhados os dados sobre os 100 melho-
res tempos atingidos na Maratona de Nova lorque (2017) para as categorias homens e mulhe-
res. Na figura 1.20, apresenta-se um histograma construido para os 100 melhores tempos na
maratona de Nova lorque (2017) para a categoria homens, apds a conversao destes tempos
para minutos.

PR'DE!F!BII_IEIF!DE] CAPITULD
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Histograma dos 100 melhores tempos na categoria
Maratona de Nova lorque - 2017

LN
~

20

frequencia absoluta

130 136 142 148 153 160
tempos em minutos

Figura 1.20: Histograma dos 100 melhores tempos para homens na Maratona de Nova lorque
(2017), destacando a frequ~encia absoluta de cada intervalo de classe.

Na tabela 1sdo apresentados os intervalos de classe e suas respectivas frequéncias, usados
na construcao do histograma da figura 1.20. Os intervalos considerados sdo fechados a es-

querda e abertos a direita.



Intervalo de classe Frequeéncia Frequéncia Relativa
Absoluta
[130,0;133,0( 7 0.07
[133,0;136,0( 4 0,04
[136,0;,139,0[ 1 0,01
[139,0;142,0[ 2 0,02
[142,0;145,0( 4 0,04
(145,0;148,0( 4 0,04
[148,0;151,0( 14 014
[151,0;154,0[ 21 0,21
[154,0;157,0( 24 0,24
[157,0;,160,0] 19 0,19

Tabela 1: Distribuicao de frequéncias dos 100 melhores tempos na categoria homens da mara-

tona de Nova lorque (2017)

Suponha que o comportamento dos 100 melhores tempos para homens na Maratona de Nova
lorque (2017) represente bem os 100 melhores tempos para homens em qualquer Maratona

de Nova lorque

Com base nessa suposicao, estime a probabilidade de que na préxima maratona de Nova lor-
que o tempo de conclusao da corrida, entre os 100 melhores na categoria homens,

a) ocorra entre 157,0 e 160,0 minutos;
b) sejainferior a 154,0 minutos;
c) seja superior a 152,5 minutos;

d) caia entre152,5 e 158 minutos.

Observacao: Para responder os dois Ultimos itens, suponha, em cada intervalo, que as
frequéncias obervadas sdo proporcionais aos comprimentos dos intervalos, para poder
avaliar frequéncias em subintervalos.

Leis de De Morgan

.

Verifique, usando diagrama de Venn, as seguintes igualdades, conhecidas como as Leis de De
Morgan. Sejam A e B dois conjuntos, entao

I
|
|

a) AnB U

)
)

I

|
o)
o]

b) AuUB
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Distributividade

(

Verifique, usando os diagramas de Venn na figura 1.21, a propriedade distributiva da operacao
de unido com a intersecao de dois conjuntos.

(ANB)UC = (AUC)N(BUC)

B C B C

N ) _ J
Figura 1.21: Diagramas de Venn com trés conjuntos: A, Be C

S GCEnE sl REGRAS BASICAS E PROPRIEDADES

No inicio do século XX, o matematico russo Kolmogorov, como ja comentado na Secao Explo-
rando: Probabilidade - conceitos basicos, estabeleceu regras basicas para a probabilidade que
independem da interpretacao adotada, possibilitando assim, a construcao de uma teoria mate-
matica de probabilidade.

De maneira simplificada, essas regras basicas serdo apresentadas a seguir.

Seja S um espaco amostral. Uma probabilidade € uma funcao P que associa a cada subconjunto
de S (evento) um ndmero real, tal que

a) ela é sempre um ndmero ndo negativo,
b) a probabilidade do evento certo éigualale,

c) dados dois eventos disjuntos, a probabilidade da unido dos dois é dada pela soma das
probabilidades individuais.

Em simbolos, essas regras podem ser apresentadas da seguinte forma:

a) P(A) > 0 qualquer que seja A C S, ou seja, a probabilidade de qualquer evento A é um
ndmero ndo-negativo.

b) P(S) =1, ou seja, a probabilidade do evento certo é iguala 1.

c) Se A, B C Scom A e Beventos disjuntos (AN B = ), entdo P(AU B) = P(A) + P(B).



Censo Educacao Fisica

Atividade

.

Em uma escola de Ensino Médio ha dois turnos: manha e tarde. No turno da manha ha 450
alunos e, no turno da tarde, 350 alunos. Os professores de Educacao Fisica realizaram um
censo para saber se os alunos da escola praticavam algum tipo de atividade fisica regular
fora do periodo escolar. A pergunta principal do questionario da pesquisa foi:

Qual é a sua atividade fisica principal fora do periodo escolar? Marque apenas uma opcdo.

() N&o pratica () Futebol () Outra

Na tabela 2 estao os resultados obtidos.

Atividade Fisica | Manha | Tarde | Total
Ndo pratica 140 130 270
Futebol 160 80 240
Natacao 80 70 150
Outra atividade 70 70 140
Total 450 350 800

Tabela 2: Distribuicao de frequéncias por atividade, segundo o turno.

Um aluno desta escola sera escolhido ao acaso.

a) Considere os eventos A:

probabilidade de cada um desses eventos.

b) Observe que o espaco amostral nesse experimento corresponde a unido dos eventos
considerados no item anterior. Calcule a soma das probabilidades determinadas noitem
anterior. O resultado obtido é compativel com a segunda regra basica, a saber, P(S) = 1?7

Por qué?

c) Qual é a probabilidade de que este aluno pratique algum tipo de atividade fisica regular

fora do periodo escolar?

d) O que é mais provavel: que o aluno escolhido seja do turno da manha e jogue futebol ou

que o aluno jogue futebol?

e) Qual é a probabilidade de que o aluno escolhido seja do turno da tarde ou pratique ati-
vidade fisica diferente de futebol, isto é, que o aluno escolhido tenha pelos menos uma

dessas duas caracteristicas?

o aluno escolhido nao pratica atividade fisica", B: '
escolhido pratica Futebol como atividade fisica principal’, C: " o aluno escolhido pratica
natacao” e D : “o aluno pratica outro tipo de atividade fisica principal”. Determine a

CARITULO
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REGRFIS BASICAS E PROPRIEDADES

A Ultima regra basica é chamada propriedade aditiva da probabilidade para eventos disjuntos
e, de fato, é um caso particular da propriedade de aditividade da probabilidade.

Suponha trés eventos A, B e C disjuntos2a2,ouseja, ANB=ANC=BNC = (. Aregrada
aditividade para a unido destes trés eventos resultaréd em P(AUBUC) = P(A)+ P(B)+ P(C).

S

~

B C

- /

Figura 1.22: Trés eventos A, B e C disjuntos dois a dois ilustrados no diagrama de Venn

A propriedade de aditividade da probabilidade para eventos disjuntos vale para qualquer cole-
cao de eventos disjuntos 2 a 2.

Interpretacdes da probabilidade e as regras basicas

Como determinar probabilidades sob cada uma das interpretacfes apresentadas na Secdo Or-
ganizando as ideias: Probabilidade — conceitos basicos, considerando as regras basicas?

1. Interpretacdo classica

EXEMPLO \

Considere o lancamento de um dado honesto (todas as faces ocorrem com probabilidades
iguais). Neste caso o espaco amostral é dado por

S ={1,2,3,4,5,6} e, os eventos elementares, sao dados por

Ay ={1}, Ay = {2}, A3 = {3}, Ay = {4}, A5 = {5} e 45 = {6}.

Faca P(4;) =k,i=1,2,3,4,5,6.

Observeque S = A; U AU A3 U Ay U A5 U Ag e que os eventos Ay, Ay, Az, Ay, A5 e Ag sao
disjuntos.

Usando as regras basicas, tem-se




Logo, k = ¢.

De modo mais geral, sob a interpretacao classica na qual o espaco amostral S é finito e todos
0s eventos elementares sao equiprovaveis, se o nimero de elementos do conjunto S én,n € N,
entao a probabilidade de um evento elementar é dada por %

#(4)

Nesse caso, se A C Stem-se P(A) = , em que a notacao #(A) representa o nimero de

elementos do conjunto A.

Observacao Usando a interpretacao classica, na qual o espaco amostral S é um conjunto
finito e todos os eventos elementares sao equiprovaveis, tem-se que P(A) = %.
Observe que as regras basicas sdo satisfeitas, pois

a) P(A) = iggi > 0, qualquer que seja A C S
b) P(S):mzle.

c) se ANB =), tem-seque #(AUB) = #(A)+#(B) talque P(AUB) = P(A)+ P(B).

Atencao: Antes de sair usando essa interpretacdo, € necessario verificar se a suposicao
de eventos elementares equiprovaveis é adequada. Por exemplo, vimos no item b) da
Atividade o espaco amostral néo é unico, que S = {0, 1,2,3} com quatro elementos. No
entanto, esses elementos ndo sdo igualmente provaveis, pois os eventos elementares {1}
e {2} sao trés vezes mais provaveis de ocorrer comparados aos eventos elementares {0}

e {3}.

2. Interpretacao frequentista

Na interpretacao frequentista atribuem-se probabilidades, usando-se as frequéncias relativas
de ocorréncia do evento depois de observar o mesmo experimento um grande ndmero de ve-
zes. Também podemos perceber com esta interpretacao, que as regras da probabilidade valem,
pois uma frequéncia relativa é sempre um nimero ndo-negativo. Se considerarmos o evento
certo, é claro que sua frequéncia relativa de ocorréncia serd sempre 1, independente até da
quantidade de vezes na qual o experimento é repetido. Finalmente, dados dois eventos disjun-
tos, a frequéncia relativa de ocorréncia da unido dos dois seré dada pela soma das frequéncias
relativas dos dois.

3. Interpretacao subjetiva

A validade das regras basicas na interpretacdo subjetiva de probabilidade depende de coerén-
cia com as regras basicas, quando se atribuem probabilidades. Por exemplo, para um espaco
amostral S finito, as probabilidades atribuidas aos eventos elementares ndo devem ser valores
foradointervalo [0, 1]. Além disso, a soma das probabilidades dos eventos elementares devera
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serigualal.

Propriedades da probabilidade

A seguir, serdo enumeradas algumas propriedades Uteis no calculo de probabilidades. Estas
propriedades sao consequéncias das regras basicas da probabilidade.

Propriedade 1 A probabilidade do evento vazio () é zero.

Esta propriedade é obtida das regras béasicas P(S) = 1 e aditividade da probabilidade para
eventos disjuntos, lembrando que SUD = Se SNQ = 0.

Observe que de fato é natural que a probabilidade do evento vazio seja zero, pois um evento
vazio nunca ird ocorrer.

Propriedade 2 A probabilidade de um evento A pode ser calculada por P(A) =1 — P(A).

Muitas vezes pode ser complicado calcular diretamente a probabilidade de um evento. Uma
possivel simplificacao sera calcular a probabilidade do evento complementar. Um exemplo co-
mum, é o problema dos aniversarios que sera apresentado na secao Praticando: Probabilidade
- regras basicas e propriedades. Uma aplicacdo desta propriedade esta ilustrada no item (c) da
atividade censo Educacdo Fisica.

Propriedade 3 Dados A e B eventos em um espaco amostral S‘taisque‘A C B (A esta contido
em B), entéo P(A) < P(B).

Essa propriedade, ilustrada no item d) da atividade censo Educacdo Fisica, pode ser obtida a
partir das regras basicas: como A C B, podemos escrever o evento B como a uniao de dois
eventos disjuntos, a saber, B = AU (B N A). Veja uma ilustracao na figura 1.23.

S

- /

Figura123: B = AU (AN B) como a unido de dois eventos disjuntos



Assim, usando a regra de que toda probabilidade é um niimero nao-negativo e a regra basica
de aditividade da probabilidade, tem-se

P(B) = P(AU(ANB)) = P(A) + P(ANB) > P(A)
N———
>0

Propriedade 4 P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B), quaisquer que sejam os eventos A e B de
um espaco amostral S.

Essa propriedade, utilizada no item (e) da Atividade censo Educacdo Fisica, pode ser obtida,
escrevendo-se o evento A U B como a uniao de dois eventos disjuntos, a saber, AUB = AU
(AN B).

Veja uma ilustracao na figura 1.24.

AUB

Figura 1.24: AU B como uma unido de dois eventos disjuntos: AU (AN B)

Assim, P(AU B) = P(A) + P(AN B), pois Ae AN B sdo disjuntos.

Mas, como B = (AN B)U (AN B) e os eventos AN B e AN B sao disjuntos, segue que P(B) =
P(AN B) + P(AN B) (Veja a figura 1.25).

A J

Figura 1.25: B como a uniao de dois eventos disjuntos.
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Logo, podemos escrever P(AN B) = P(B) — P(AN B) tal que
P(AuB)=P(A)+ P(B)—- P(ANnB)

PRATICANDO REGRAS BASICAS E PROPRIEDADES
0 problema dos bodes

.

Em um programa de televisdo semanal, um jogo oferece como prémio um automével a um es-
pectador escolhido da plateia. O candidato a ganhar o automével é convidado pelo apresen-
tador do programa a escolher uma entre trés portas idénticas, atrds das quais ha um carro
em uma delas e, nas outras duas, hda um bode em cada uma.

Figura 1.26: Problema dos bodes

Depois de o candidato escolher a porta, o apresentador, que sabe o que tem atras de cada uma
delas, abre uma das portas nao escolhidas, mostrando que atras dela tem um bode. Entdo, o
apresentador oferece ao candidato decidir entre manter sua escolha inicial ou trocar de porta.

Qual deve ser a melhor estratégia para o candidato (trocar ou ndo trocar de porta) de modo
que a sua probabilidade de ganhar o automével seja a maior possivel?

Jogo de dardos

.

No jogo de dardos o vencedor é quem zera 0s seus pontos mais rapidamente. Vocé comeca,
por exemplo, com um total de 200 pontos. A cada lancamento do dardo, dependendo do lo-
cal atingido, vocé ganha uma certa pontuacao que é descontada do seu total. Se vocé for o
primeiro a zerar, serd o vencedor do jogo.

Quanto mais préximo do centro do tabuleiro de dardos (um tabuleiro circular conforme a fi-
gura 1.27), mais pontos vocé ganha.



Suponha que vocé seja suficentemente experiente de modo que todos os seus lancamentos
atingem o tabuleiro de dardos.

F'R‘EIEF!BII.IDF!DE] CARITULD

Figura 1.27: Tabuleiro de jogo de dardos

Suponha que a medida do raio do tabuleiro de dardos seja 20 cm e que a medida do menor raio
(circulo em verde no centro do tabuleiro) seja 5 cm, e que os acréscimos de comprimento do
raio nas faixas branca, verde e branca do tabuleiro sejam iguais a 5 cm. A moldura em preto
nao faz parte do alvo. Suponha também que atingindo o

a) circulo de raio 5 cm (em verde), vocé ganha 100 pontos;
b) o anel cicular mais préximo ao centro (em branco), vocé ganha 50 pontos;
c) oanel circular em verde subsequente, vocé ganha 20 pontos e

d) aanel circular mais externo (em branco), vocé ganha 10 pontos.

Observe que, neste caso, nao é possivel usar a interpretacao classica de probabilidade, pois
existem infinitos eventos elementares. No entanto, é razoavel supor uniformidade de pro-
babilidades se, de fato, o jogador acerte em qualquer ponto do tabuleiro de dardos ao acaso.
Neste espaco amostral, o circulo de raio 20 cm, se os pontos sao obtidos ao acaso, ao conside-
rar regides de mesma darea, contidas no circulo, as probabilidades de se obter pontos nestas
regioes devem ser iguais.

Assim, calcula-se a probabilidade do dardo cair numa regido dentro do circulo como o quoci-
ente entre a medida da area da regido sobre a medida da &rea do circulo (espaco amostral),
isto é, se

B Area de A

ACS, entdo P(A) = T
rea de
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Figura 1.28: Exemplo de um evento A no tabuleiro de dardos

Observacoes:

a) Nesta situacdo, a probabilidade do dardo atingir um ponto fixado no circulo serd sempre
zero, pois a medida de drea correspondente a um ponto é nula.

b) Esta forma de calcular probabilidades costuma ser denominada como probabilidade ge-
ométrica e pode ser considerada como uma extensao da interpretacao cléssica de pro-
babilidade para espacos amostrais representados por uma regidao do plano com area de-
finida. Esta mesma nocdo podera ser usada para espacos amostrais representados por
intervalos da reta limitados de comprimento definido, neste caso, calculando-se proba-
bilidades como uma razao de comprimentos de intervalos.

Calcule a probabilidade de que em um lancamento vocé ganhe

a) exatamente 100 pontos;
b) exatamente 20 pontos;
¢) no maximo 50 pontos.

d) Suponha também que pode ser combinado, antes do inicio do jogo, conceder um bénus
adicional de 10% da pontuacao, se o dardo atingir o semicirculo, destacado na figura 1.27.
Calcule a probabilidade de que em um lancamento vocé atinja

i) osemicirculo destacado ou uma faixa de exatamente 50 pontos;

ii) o semicirculo destacado e uma faixa de pelo menos 20 pontos.




0 problema dos aniversarios

Atividade

.

Numa turma de seu colégio ha 35 alunos. Calcule a probabilidade de que haja pelo menos
uma coincidéncia de datas de aniversario (dia e més) entre os alunos dessa turma. Considere
apenas anos ndo bissextos e suponha que todos os 365 dias do ano sao igualmente provaveis

como datas de aniversario.

PROBABILIDADE CONDICIONAL

Uso de dculos e sexo de estudandes

Atividade

.

Na tabela a seguir estdo os dados de uma turma de segundo ano do Ensino Médio com 40
alunos quanto ao género e se ele usa ou nado éculos.

género usa 6culos | ndo usa éculos | total
feminino 6 16 22
masculino 5 13 18
total N 29 40

Se um estudante desta turma é sorteado, pede-se determinar a probabilidade de que ele

a) use 6culos:

b) use éculos, sabendo que é do género feminino;
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use 6culos, sabendo que é do género masculino;

CAPITULD
(a]
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d) seja do género feminino;
e) seja do género feminino, sabendo que usa éculos;

seja do género feminino, sabendo que nao usa éculos.

PROBABILIDADE
#‘
~

g) Analisando os dados da tabela e as respostas obtidas, hé razées para supor que género
é independente de uso de 6culos ou nao? Por qué?

mises\p4s\n/ull PROBABILIDADE CONDICIONAL

Definicao de probabilidade condicional

Em Ciéncia, “informacao disponivel" é certamente uma matéria-prima preciosa, pois através
dela é possivel construir modelos mais realisticos para descrever fendmenos tanto determinis-
ticos quanto aleatérios e obter resultados mais fidedignos de um ponto de vista da aplicacao.
Assim, quanto mais informacao dispomos sobre determinados fendmenos, mais acurados se-
rdo potencialmente nossos modelos. € nesse sentido que surge historicamente o conceito de
probabilidade condicional, tema dessa secao.

Aideia central da probabilidade condicional é estabelecer uma estrutura matematica para rea-
valiar a probabilidade de um evento a luz de uma informacdo disponivel relacionada a este. Por
exemplo, um gedlogo, ao examinar uma bacia, avaliara a probabilidade de potencial petrolifero
de forma diferente a depender de informacdes disponiveis, tais como porosidade da rocha, es-
truturas sismicas, etc. Quanto mais informacdo ele tenha, tanto mais préxima da realidade
sera potencialmente sua avaliacao da probabilidade de encontrar 6leo na regido.

LOCALIZAGAD ESM BACIADO
ESPIRITO

NOVAS RESERVAS DE PETROLEO 4 =8 SANTO
MG 3

cp RiODE 2]
=1 JANEIRO

BACIA DE
SAO PAULO O . CAMPOS

.
.

[==]
-y
(o e
-
Campo de Tupi
Quantidade estimada:

BACIADE 5 5 g hilhges de barris

FLORIANOPOLIS,

Figura 1.29: Bacias de petréleo na costa brasileira

0 mesmo se dé em avaliacGes médicas: a partir da anamnese do paciente, um médico melho-
raré sua avaliacao sobre a probabilidade de um paciente ter ou nao determinada patologia.



Figura 1.30: Medicdo da pressao arterial para anamnese do paciente

A questao que se coloca é: como incorporar matematicamente a informacao de que um evento
B ocorreu para se reavaliar a ocorréncia de um evento de interesse A?

A definicao de probabilidade condicional é a resposta para essa questao.

Definicao A probabibilidade condicional de o evento A ocorrer, dado que sabemos que o evento
B ocorreu, denotada por P(A|B), é definida por

P(ANB)

P(AIB) = =5

P(B) >0

Retomando a a Atividade uso de 6culos e sexo de estudantes, a probabilidade de o aluno sorte-
ado usar 6culos, sabendo que ele é do género masculino foi calculada pela razdo do nimero de
estudantes que usam d6culos e sao do género masculino e o nimero de estudantes do género

masculino, a saber, & ~ 0,278,

Observe que esse quociente, pode ser também obtido a partir da definicao de probabilidade
condicional, calculando-se o quociente da probabilidade de “usar 6culos e ser do género mas-
culino” (5/40=0,125) e da probabilidade de ser do género masculino (18/40=0,45), obtendo-se

0,12

Repita essa verificacao para as demais probabilidades condicionais calculadas na Atividade uso
de 6culos e sexo de estudantes.

A probabilidade condicional é uma probabilidade? \

E possivel verificar que a probabilidade condicional, dado o conhecimento da ocorréncia
do evento B, satisfaz as regras bdasicas da probabilidade e, portanto, também satisfaz as
demais propriedades da probabilidade trabalhadas na secao anterior.

A primeira regra basica é a de que toda probabilidade é um nimero nao negativo. De fato,
tem-se que dado um evento A C S qualquer,

>0
P(ANB)
P(B)

~——
>0

P(A|B) =

Y

0

Além disso, a segunda propriedade basica P(S) = 1 pode ser adaptada. Observe que dado
que o evento B ocorreu, o natural é passar a considera-lo como o “novo" espaco amostral
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a luz dessa informacao. Assim,
PBIB)=——<=1

de modo que vale a segunda regra basica.

Finalmente, dados A; e A, eventos disjuntos,

P(A, U Ay|B) — P(Allti(f];z)) nB) _P((AiN i)(;)(AQ nB))

Na expressao anterior, observe que foi usada a propriedade distributiva da operacao de
intersecdo com a unido de dois eventos. Observe também que, no numerador do termo
mais a direita da expressao obtida, tem-se a probabilidade da unido de dois eventos, a saber,
AiNBeA;NB.

Como os eventos A; e A, sao disjuntos, consequentemente, os eventos A, N B C A e
AyN B C Ay também sao disjuntos tal que P((A;NB)U (AN B)) = P(A;NB)+ P(A;NB)
(regra basica 3 da probabilidade).

Logo,

Pl U Al = DAL OE) P DBE LS00 pay|s) + PaslB)

Portanto, as demais propriedades da probabilidade estudadas, também valem para a pro-
babilidade condicional, a saber,

a) P(0]B) =0

b) Se A, C Ay, entdo P(A,|B) < P(A,|B).

) P(A|B) =1- P(4|B).

d) P(A; U Ay|B) = P(A;|B) + P(Ay|B) — P(A; N Ay|B).

Regra da Multiplicacao

A partir da definicao de probabilidade condicional é possivel obter uma regra para calcular a

P(ANnB
probabilidade da ocorréncia simulténea de dois eventos A e B. Como P(A|B) = (P(m) se-
gue que

P(ANB) = P(B) - P(A|B)

Essa expressao é fundamental para entender resolucées de problemas de calculo de probabi-
lidades em experimentos sequenciais. Veja o exemplo a seguir.



2422 Diagrama de arvore \

Em um grupo de 12 pessoas, sabe-se que 8 delas votardo no candidato a prefeito ABC' e
as outras 4 votarao no candidato a prefeito XY Z. Suponha que duas pessoas serao es-
colhidas sequencialmente, ao acaso e sem reposicao desse grupo. Deseja-se calcular a
probabilidade de que as duas pessoas sorteadas votarao em candidatos a prefeito distin-
tos.

Primeiro vamos apresentar uma solucao analitica desse problema, para em seguida mos-
trar a solucdo, muito mais simples, usando diagrama de arvore. A solucdo analitica sera util
para compreender melhor os elementos da arvore e quando usar multiplicacdo e adicao de
probabilidades.

Como sdo apenas dois candidatos, vamos chamar de A; o evento “a primeira pessoa sor-
teada votard em ABC " e, assim, A; correspondera ao evento “a primeira pessoa sorteada
votara em XY Z “ Similarmente, vamos chamar de A, o evento “a segunda pessoa sorte-
ada votard em ABC " e, assim, A, correspondera ao evento “a segunda pessoa sorteada
votard em XY Z *. O evento cuja probabilidade queremos calcular é E: “as duas pessoas
sorteadas votarao em candidatos distintos.”

Observe que E = (A4; N A5) U (A} N Ay) e que os dois eventos do lado direito sdo disjuntos
de modo que podemos calcular P(E) como a soma P(A; N A;) + P(4, N A;). Observe que
cada uma dessas duas probabilidades envolve a ocorréncia simultanea de dois eventos, de
modo que podemos usar a regra da multiplicacdo:

_ — 8 4 8
P(A,NA,) =P(A)) P(A)|4A)) = —  — = —
prob. da 2a. pessoa ndo votar em ABC,
dado que a primeira vota em ABC

— — 4 8 8
P(A;NA)) = P(A;) - P(A5|A{) = —  — = —
(A1 Ay) = P(AY) - P(A[A) = - = =
prob. da 2a. pessoa votar em ABC,
dado que a primeira n3do vota em ABC

8 8 16
Logo, P(FE) = 33 + 33 =337 0, 485
Solucdo via diagrama de arvore: Cada ponto de ramificacdo da arvore desdobra-se nas pos-
sibilidades. Observe que nesse exemplo ha apenas duas, de modo que do primeiro ponto
partem duas possibilidades e a partir de cada possibilidade, partirdo mais duas possibilida-

des, como no esquema a seguir.
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Ay
x4
Ay
Al<
Ay

Figura 1.31: llustracao das quatro configuracdes possiveis via diagrama de arvore

Em cada ramificacao, assinalamos a respectiva probabilidade. Veja na figura 1.32, o dia-
grama de arvore com as respectivas probabilidades destacadas.

A
S 2
Ay
AL
A Ay
Y
Z
“1o .
1
3/]] A_2

Figura 1.32: Diagrama de arvore do exemplo com as respectivas probabilidades

Na figura 1.33, destacam-se as quatro configuracoes possiveis e respectivas probabilida-
des.




14
As— A NA —
,(’ﬂ 2 1 2 33
Ay
o> p
- 8
1 A A NA, —
33
_ 8
st A AN
L2
(&)
1
3 -
/1 A—— A, N A, %

Figura 1.33: Diagrama de arvore indicando os quatro casos possiveis apés o sorteio

8§ 8 16
Logo, pela arvore, P(E) = 3 + 3= 33

Eventos Independentes

Na Atividade usio de 6culos e sexo de estudantes, concluimos que uso de 6culos independe
de género, pois comparando as probabilidades incondicionais de ser do género feminino (0, 55)
e de ser do género masculino (0,45) com as probabilidades condicionais de ser do género fe-
minino (0, 545) e do género masculino (0,455) dado que usa éculos, percebe-se que elas sdo
aproximadamente iguais. Na teoria, para que os eventos sejam independentes, essas probabi-
lidades deveriam ser iguais. Na pratica esse tipo de andlise é usado em Estatistica para avaliar
a hipdtese de independéncia entre dois eventos.

Dois eventos A e B sao ditos independentes se a ocorréncia de um deles nao muda a incer-
teza sobre a ocorréncia do outro.

Em simbolos, A e B sao ditos eventos independentes se P(A|B) = P(A), ou equivalentemente,
se P(B|A) = P(B).
P(ANB)

P(B) que se A e B sao

Decorre, da definicao de probabilidade condicional, P(A|B) =
eventos independentes, entdo P(AN B) = P(A) - P(B).

E preciso ter cuidado ao usar este Gltimo resultado. Se ndo sabemos que os eventos A e B sdo
independentes, entdo devemos usar a regra da multiplicacdo, a saber, P(ANB) = P(B)-P(A|B)
gue vale para quaisquer dois eventos.

Observe que hd uma simetria no conceito de independéncia de tal modo que se P(A|B) = P(A),
entdo P(B|A) = P(B).
De fato, se P(A|B) = P(A), segueque P(AN B) = P(A) - P(B) e, assim,

P(AnB) P(A)-P(B)

P(B|A) = P~ P = P(B)
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>¢IY[2Ne] Eventos independentes versus eventos disjuntos \

Considere o experimento que consiste em lancar um dado honesto e, em seguida, lancar
uma moeda honesta. Defina os eventos A : “ocorre uma face par" e B : "ocorre uma cara”.

a) Ae Bsdo eventos disjuntos?

b) A e B sdao eventos independentes?

Observe que estamos lidando com um experimento sequencial de modo que os resultados
possiveis envolvem a combinacao de dois casos, a saber, nimero do dado e tipo de face da
moeda. Como sao seis ndmeros possives para o dado e duas faces possiveis para a moeda,
segue que 0 espaco amostral desse experimento consiste de 12 pares ordenados:

S ={(1,ca), (1,co0),(2,ca),(2,co),(3,ca),(3,co),(4,ca), (4,co), (5, ca),(5,co),(6,ca),(6,co)}

Embora seja comum pensar que os eventos A e B sao disjuntos, depois de descrever os
elementos do espaco amostral é facil perceber que A e B ndo sao disjuntos (AN B # 0). De
fato,

A={(2,ca),(2,co0),(4,ca),(4,co),(6,ca),(6,co)}, tal que P(A) = % =0,5
B ={(1,ca),(2,ca),(3,ca),(4,ca),(5,ca), (6,ca)} tal que P(B) = % ==0,5
AN B = {(2,ca), (4, ca), (6,ca)}, tal que P(ANB) = % _ i — 0,25

E natural pensarmos que os lancamentos do dado e da moeda sejam independentes, pois
o resultado de um nao interfere no resultado de outro. Podemos confirmar esse raciocinio,
observando que P(A N B) = 0,25 é igual ao produto das probabilidades incondicionais de
Aede Bambasiguaisal,5.

Do exemplo anterior vale destacar que, dados dois eventos com probabilidade positiva, ndao
serd possivel que eles sejam ao mesmo tempo disjuntos e independentes.

43Y[2Ne] Eventos disjuntos versus eventos independentes \
Sejam A e B dois eventos em um espaco amostral S tais que P(A) > 0e P(B) > 0.

a) Se A e B sao eventos disjuntos, entdo A e B ndo sdo eventos independentes.
Se A e B sao disjuntos, entdo P(AN B) = 0 # P(A) - P(B) > 0, pois P(A) > 0e
P(B) > 0. Assim, A e B ndo sao independentes.

b) Se A e B sao eventos independentes, entdo A e B ndo sao eventos disjuntos.

Se A e B sdo independentes, entdao P(AN B) = P(A) - P(B) > 0o que implica que
AN B # (. Logo, a e B nao sdo disjuntos.

Observe que a Unica situacao em que se pode ter A e B simultaneamente disjuntos e inde-
pendentes ocorre se um dos eventos A ou B tiver probabilidade nula.




Trés eventos A, B e C sao independentes se, e somente se, eles sao dois a dois independen-
tese PLANBNC) = P(A)-P(B)-P(C).

243Y[2Ne] Eventos dois a dois independentes nao independentes \
Considere um dado em forma de tetraedro regular cujos nimeros de suas faces sao 1, 2, 3

R 4
4y

Figura 1.34: Dado em forma de tetraedro com a face 2 oculta

Defina os eventos A = {1,2}, B={1,3} e C = {1,4}.

a) Verifique que A e B séo eventos independentes.
b) Idempara AeC.
c) ldemparaBeC.

d) Calcule P(A|B U C), compare o resultado obtido com P(A) e digase Ae B U C sao
eventos independentes.

E facil perceber que os eventos A, B e C tomados dois a dois sdo independentes, pois a
intersecao entre dois dos trés é sempre {1} cuja probabilidade é 1/4 e como cada um dos
eventos A, B e C tém probabilidade 1/2, segue que

|
RN N

N =N =R =
N =N =N~
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Mas, P(A|B = = =—'—=-#PA tant

as, P(AIBUC) = — 5556 P(BUC) 3/1 ~ 37 P(A)eportanto,
Ae BUC(C nao sao independentes apesar de A e B serem independentes e de A e C serem
indepedentes.

Portanto, se temos trés eventos dois a dois independentes, isso ndo implicara que os trés
eventos sejam independentes.

PROBABILIDADE

PROBRBILIDADE CONDICIONAL
Desempenho de exames diagndsticos

.

Testes diagndsticos para detectar uma doenca nao sao infaliveis. Para analisar o desempenho
de um desses testes, realizam-se estudos em populacdes, contendo pessoas sas e portado-

ras da doenca.

Figura 1.35: Amostras de sangue para realizacao de exame

Quatro situacdes distintas podem ocorrer

a) apessoa TEM a doenca e o resultado do teste é POSITIVO.
b) a pessoa TEM a doenca e o resultado do teste é NEGATIVO.
c) apessoa NAO TEM a doenca e o resultado do teste é POSITIVO.

d) apessoa NAO TEM a doenca e o resultado do teste é NEGATIVO.
Observe que nas situacoes (b) e (), o teste falha, pois deveria ser positivo quando a pessoa

tem a doenca e, negativo, quando a pessoa ndo tem a doenca. Ja nas situacdes (a) e (d) o teste
acerta o diagnéstico.



Dois indices de desempenho para avaliacao de um teste diagndéstico costumam ser usados: a
sensibilidade e especificidade.

A sensibilidade é definida como a probabilidade de o resultado do teste ser POSITIVO, dado
que a pessoa examinada tem a doenca. Ja a especificidade é a probabilidade do teste ser
NEGATIVO, dado que a pessoa examinada nao tem a doenca.

O quadro a seguir refere-se a um teste diagndstico paraa doenca X, aplicado em uma amostra
composta por duzentas pessoas, sendo 100 sadias e 100 portadoras da doenca X.

Resultado do teste | doente | sadia
Positivo 95 15
Negativo 5 85

Uma pessoa entre as duzentas dessa amostra sera sorteada.

a) Qual a probabilidade de ela tenha a doenca X?
b) Qual a probabilidade de que ela NAO tenha a doenca X7?

c) Se o resultado do teste da pessoa sorteada foi positivo, calcule a probabilidade de que
ela tenha a doenca.

d) Se o resultado do teste da pessoa sorteada foi negativo, calcule a probabilidade de que
ela tenha a doenca.

e) Sabendo que a pessoa sorteada tem a doenca, qual a probabilidade de seu teste ter re-
sultado positivo?

f) Sabendo que a pessoa sorteada NAO tem a doenca, qual a probabilidade de seu teste ter
resultado negativo?

g) Determine uma estimativa da sensibilidade e da especificidade desse teste, usando a
informacdo do quadro acima.
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Producao de pecas

Atividade

.

Figura 1.36: Producao de pecas

Para fins de controle de qualidade das pecas produzidas em uma fabrica, foram analisadas
amostras de pecas produzidas por maquinas diferentes. Os resultados obtidos estdo resumi-

dos no quadro a seguir.

Maquina | Defeituosas | Boas
I 5 195
I 15 585

Pela informacao das amostras coletadas, ha razao para se acreditar que a producao de defei-

tuosas ou boas é independente do tipo de maquina utilizada na producdo?

Independéncia e complementariedade

Atividade

.

Sejam A e B dois eventos independentes. Mostre que os pares de eventos a seguir também

sao independentes:
a) AeB;
b) AeB;e

c) AeB.




Escolha da chave correta

.

Figura 1.37: Chaves e cadeado

Retirando-se chaves sequencialmente da caixa, qual a probabilidade de se abrir o cadeado
apenas na terceira tentativa se:

a) a cada tentativa a chave extraida é recolocada na caixa?
b) a cada tentativa a chave extraida ndo é recolocada na caixa?

c) Em qual dos contextos (a) e (b) a probabilidade de se abrir a caixa é maior? Por qué?

Probabilidade total
r

Em um condominio ha trés prédios: bloco I, bloco Il e bloco Ill. No bloco | hd 180 moradores,
no bloco Il hd 200 moradores e no bloco Il hd 120 moradores. Entre os moradores do bloco |,

ha 27 menores de até 12 anos. Entre os moradores do bloco Il ha 36 menores de até 12 anos.
Entre os moradores do bloco Il hd 24 menores de até 12 anos. Um residente do condominio
serd sorteado da seguinte forma: primeiro serd sorteado um bloco, tendo os blocos probabili-
dades iguais. Depois, um residente do bloco sorteado sera escolhido ao acaso, usando-se um
cadastro dos moradores do bloco. Pede-se calcular a probabilidade

a) a probabilidade de que a pessoa sorteada seja um menor de até 12 anos;

b) a probabilidade de ter sido sorteado o bloco Il, sabendo que a pessoa sorteada é um
menor de até 12 anos.
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N \,»;
p S

Bloco II
200 moradores
36 menores

uﬁ!

Figura 1.38: Condominio com trés blocos




PARA SABER *

Em atividades anteriores foi sugerido lancar uma moeda repetidas vezes e registrar o resul-
tado observado. Veremos nesta secao como simular o lancamento de uma moeda um grande
nimero de vezes com o auxilio da tecnologia.

Todos as linguagens de programacao de computadores, planilhas e aplicativos costumam ter
uma funcao interna usada para a geracao de nimeros aleatérios, na verdade, nimeros pseudo-
aleatdrios, pois existe um mecanismo deterministico por trés da geracdo desses nimeros. Para
mais detalhes sobre nimeros (pseudo) aleatdrios sugerimos assistir ao video nesse link.

Nessa secao serao apresentadas algumas ferramentas Uteis para fazer simulacoes de experi-
mentos simples como o lancamento de uma ou mais moedas e o lancamento de um ou mais
dados.

Uma simulacao de um experimento é um processo que tem o mesmo comportamento do expe-
rimento, de tal modo que resultados similares a realidade sejam gerados pelo processo.

As atividades a seguir consistirao em simulacdes de fendmenos aleatérios simples. Para sua
realizacdo sera necessario o uso de tecnologia. A seguir, duas possibilidades serao detalhadas:
as planilhas do LibreOffice e do GeoCGebra.

Afuncao =ALEATORIOENTRE(T;N) do LibreOffice, com N um nlmero natural, produz um nlimero
do conjunto {1,2,3,,---, N} de tal modo que a probabilidade de cada um dos nimeros é dada
por % Assim, ao usarmos =ALEATORIOENTRE(T;2), o resultado serd equivalente a sortear um
ndmero do conjunto {1,2} cada um com probabilidade igual a % Veja na figura 1.39 uma simu-
lacdo de 20 nimeros com essa propriedade, usando o LibreOffice.

Arquivo  Editar Exibir Inserir Formatar Ferramentas Dados Janela Ajuda

‘B-BEHe 1 Boe sEio0-& &- D3 6P - BEQ @,
) [ara o A4 &% w B-E-a- .
a1 [r] fiv 2 = |=ALEATORIOENTRE(:2)

:_. B | C | D | E | F | G | H | I | J
| 2 | 2

EEN 1

| 4 2

= 2

| 6 | 2

| 7 1

| & 2

| 9 | 1

| 10 2

| 11 1

| 12 | 1

| 13 | 1

| 14 1

| 15 1

| 16 1

| 17 | 1

18 2

E |

| 20 | 2

Figura 1.39: Vinte simulacdes do sorteio dos nimeros 1e 2 com probabilidades iguais, usando
o LibreOffice

Para simular os 20 nimeros, basta digitar na célula Al =aleatérioentre(1;2) e apertar a tecla
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Enter. Depois, posicione o cursor no canto esquerdo inferior da célula e arraste para baixo até
a linha 20. Os 20 ndmeros gerados neste exemplo estao na coluna A da planilha. E possivel
gerar rapidamente, muito mais do que apenas 20 ndmeros.

Essa funcao, aleatdrioentre(1;2) pode ser usada para simular o lancamento de uma moeda ho-
nesta, associando, por exemplo, o nimero 1 para a ocorréncia de “cara” e, o nimero 2 para
a ocorréncia de “coroa’, pois o0 modelo probabilistico da funcdo =aleatdrioentre(1;2) é tal que
os dois nimeros sdo gerados com probabilidades iguais. Assim, espera-se, em média, que as
quantidades de niimeros 1(1's) e de niimeros 2 (2's) sejam aproximadamente iguais.

Como fazer para obter de forma rapida essas quantidades, sem ter que contar uma um?
No LibreOffice a funcao =cont.se(lista de células; nimero pesquisado) faz essa contagem.

No exemplo anterior, a funcdo =cont.se(A1:A20;1) ird retornar o nimero de 1's encontrados nas
células da coluna A das linhas 1a 20. J& a a funcéo =cont.se(AT:A20;2) ird retornar o nimero
de 2's encontrados nas células da coluna A das linhas 1a 20. Veja uma ilustracao do uso da
funcdo na figura 1.40. Nessa figura, vemos que na simulacdo foram gerados doze (12) ndmeros
1 (caras) e oito (8) nimeros 2 (coroas).

Arquivo Editar Exibir Inserir Formatar Ferramentas Dados Janela Ajuda
B-BEEHe 1 Hce s ADD-4 6 @k P @ BEQA B,
(A o -]A4A &% = & B-E-a- ),
a [=] fo E = |-conTseas:az0:1)
A | B D | E | F | G | H | 1 | J
1
2 ] 2 8
| 3 | 1
|4 2
[ 5 | 2
| 6 | 2
| 7 | 1
| 8 | 2
N 1
| 10 | 2
11 1
12 1
| 13 | 1
[ 14 | 1
[ 15 | 1
| 16 | 1
| 17 | 1
18 | 2
| 19 | 1
| 2 | 2

Figura 1.40: Exemplo do uso da funcao cont.se do LibreOffice

No Geogebra as funcbes para realizar as mesmas tarefas sao similares as utilizadas no Libre-
Office. Veja na figura 1.41 a simulacao do lancamento de uma moeda honesta 20 vezes, usando
a funcao =NdmeroAleatério(1,2) do GeoGebra.



£ Geotitrs Clssics T —_—

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

B
"TEN | EEE D |HE

A1 4 w7 |=NumeroAleatério(1, 2)

A B c D E F G

]
—

.
Fa
e TR . TN A Ay I A Y TR T U O T SR T [T (R A A ey

21

Figura1.41: GeoGebra: simulacdo de 20 lancamentos de uma moeda honesto, associando 1para
cara e 2 para coroa

Para a realizacao da contagem de caras e coroas, a funcdo correspondente no GeoGebra é a
funcéo ContarSe(ndmeros, células).

A quantidade de 1's na coluna Adas linhas 1a 20 é dada por =ContarSe(0O<x<2,AT:A20) que produ-
zird a quantidade de nimeros inteiros no intervalo aberto ]0,2[ que ocorrem nas celas da coluna
Adas linhas 1a 20 (A1:A20). Observe que o Unico nimero inteiro no intervalo aberto ]0,2[ é o nd-
mero 1. Para contar a quantidade de 2's na coluna A, devemos digitar =ContarSe(T<x<3,AT:A20),
lembrando que o Unico niimero inteiro no intervalo aberto ]1,3[ é o nimero 2.
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£2 Geosebra Cosics T —

Arquivo Editar Exibir Opclies Ferramentas Janela Ajuda

(2]l o2

5

L

B EEISv |Ey

C1

A w7 |=ContarSe(0 <x =2, A1:A20)

A | B | e | b E F G H

L2

a8

S TR O TR RS GV N O TN - T T BN A S A Y . T U A A VA RO

Figura 1.42: Geogebra: exemplo de uso da funcao ContarSe

Observe que na simulacao realizada com o GeoGebra também foram obtidos doze ndmeros 1
(caras) e oito (8) nimeros 2 (coroas). De fato, trata-se de mera coincidéncia, pois espera-se

que, em média

sejam produzidos a cada simulacao, 10 caras.

Suponha que

A funcao do
mentos de S.

mentos de S.

VM) Experimento cujo espaco amostral é equiprovavel. \

0 espaco amostral S é dado por{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12} e que os even-

tos elementares sdo equiprovaveis.

LibreOffice =AleatérioEntre(1;12) retornard com probabilidade % um dos ele-

A funcéo do GeoGebra =NumeroAleatdrio(1,12) retornard com probabilidade % um dos ele-
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Figura 1.43: Funcoes no Geogebra e LibreOffice

Observacao: Vocé podera simular o lancamento de um dado ou de mais de um dado honesto
e muitos outros experimentos simples, usando essas funcdes do Geogebra e do LibreOffice.

Simulacao do lancamento de uma moeda honesta
r

Deseja-se simular o lancamento de uma moeda honesta uma grande quantidade de vezes e
comparar a frequéncia relativa de caras com a probabilidade teérica 0,5 de obter uma cara
quando a moeda é honesta.

\\

a) Usando o GeoGebra ou algum outro recurso tecnolégico, simule 20 lancamentos da mo-
eda e observe a quantidade de caras, calculando a frequéncia relativa.

b) Repita a simulacéo para 50, 100, 250 e 1000 lancamentos da moeda.
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c) Complete o quadro a seguir e comente sobre os resultados obtidos.

Ndmero de Observacdes | Frequéncia relativa de caras
20
50

100

250

1000

Simulacao do lancamento de um dado honesto
e

Deseja-se simular o lancamento de um dado honesto uma grande quantidade de vezes e com-
parar a frequéncia relativa de faces "6" com a probabilidade tedrica % ~ 0,167 de obter uma
face “6" quando o dado é honesto.

a) Usando o GeoGebra ou algum outro recurso tecnolégico, simule 30 lancamentos do dado
e observe a quantidade de faces “6" obtidas, calculando a frequéncia relativa.

b) Repita a simulac&o para 60, 120, 300 e 1500 lancamentos do dado.

c) Complete o quadro a seguir e comente sobre os resultados que vocé obteve.

Ndmero de Observacées | Frequéncia relativa de 6
30

60

120

300

1500

Simulacao do lancamento de um dado desequilibrado
e

Um dado é desequilibrado quando suas faces ocorrem com probabilidades desiguais. Supo-
nha que um dado seja desequilibrado de tal modo que a probabilidade de ocorrer cada uma
de suas faces, entre os nimeros 1, 2, 3, 4, 5 e 6, sejam proporcionais aos respectivos nliimeros

das faces.



a) Determine as probabilidades de cada face no caso desse dado.

CARITULO

b) Usando as funcdes de geracdo de niimeros aleatérios, simule o lancamento desse dado
42 vezes e compare a frequéncia relativa de faces 6 obtidas com a probabilidade teérica
da face 6 obtida no item anterior.

c) Repitaoitemanterior para 84,210,630, 840 e 1680 lancamentos do dado desequilibrado
e registre o nimero de vezes que vocé obteve a face 6.

PROBARBILIDARDE

d) Complete a tabela a seguir e comente sobre os resultados que vocé obteve.

Ndmero de Observacbes | Frequéncia relativa de 6
42

210

630

840

1680

Simulacao do lancamento de um dado diferente
e

Um dado é equilibrado, mas suas faces foram pintadas de tal modo que ha uma face 1, duas

faces 2 e trés faces 3.

a) Determine as probabilidades de se obter face 1, face 2 e face 3 com esse dado.

b) Usando as funcdes de geracao de niimeros aleatérios, simule o lancamento desse dado
30 vezes e compare a frequéncia relativa de faces 2 obtidas com a probabilidade teérica
da face 2 obtida no item anterior.

c) Repita o item anterior para 300, 600, 900 e 1800 lancamentos do dado equilibrado e
registre o nimero de vezes que vocé obteve a face 2.

d) Complete a tabela a seguir e comente sobre os resultados que vocé obteve.

Ndmero de Observacdes | Frequéncia relativa de 2
30

300

600

900

1800

. Teorema: Lei dos Grandes Nimeros
A medida que um experimento é repetido varias vezes, a probabilidade dada pela frequén-

cia relativa de um evento tende a se aproximar da probabilidade tedrica.

A lei dos grandes nlimeros nos diz que as estimativas da probabilidade de um evento dadas
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pelas frequéncias relativas tendem a ficar melhores com mais observacdes. Esse resultado,
como ja comentado anteriormente, é a base tedrica para a interpretacao frequentista de pro-
babilidade. Veja na figura 1.17, uma ilustracao da Lei dos Grandes NiUmeros.

Calculo de probabilidade, usando simulacao \

Deseja-se calcular a probabilidade de se obter pelo menos uma face 6, qguando um dado
honesto é lancado quatro vezes.

Definindo A como sendo o evento ocorreu pelo menos um seis nos quatro lancamentos,
entao A é o evento nenhum 6 ocorreu nos quatro lancamentos.

Nesse caso, podemos usar a propriedade do evento complementar para calcular P(A4) =
1 — P(A). O evento A ocorre se, e somente se, em cada um dos quatro lancamentos nao
ocorre face 6. Como os lancamentos sao independentes, a probabilidade de nao ocorrer
face 6 nos quatro lancamentos sera dada por

Assim P(A) = 1— 10,48 =0, 52.

Vamos estimar essa probabilidade, usando a Lei dos Grandes Ndmeros com o auxilio do
GeoGebra.

Para simular o experimento podemos usar a funcdo =Numero Aleatdrio(1,6) nas céluas Al
até A4,

& [ exemplo.ggh
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Figura 1.44: Simulacao de quatro lancamento de um dado com o GeoGebra

figura 1.45: Simulacao de quatro lancamento de um dado com o GeoGebra

Na cela B4 usaremos a funcao =ContarSe(5<x<7A1:A4) para obter o nimero de faces 6 ob-
tidas.
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Figura 1.45: Contagem do nimero de faces 6 obtidas, usando o GeoGebra

Depois, marque as células Al:B4 e arraste-as até a linha 400, de modo a repetir 100 vezes
esse experimento.

CARITULO
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{ ¥ exemplosimulprobv2.ggb
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Figura 1.46: Simulacdo de 100 experimentos (lancar um dado 4 vezes), usando o GeoGebra

Vamos entao usar a funcao ContarSe(-1<x<1,B1:B400) para obter a quantidade de zeros, ou
seja, o numero de repeticGes do experimento em que a face 6 nao ocorreu.
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Figura 1.47: Contagem do nUmero de ocorréncias do evento “nenhuma face 6"

Observe que foram 43 ocorréncias sem nenhuma face 6 de modo que nessa simulacao a
probabilidade estimada de obter pelo menos um 6 é dada por 1 — 0,43 = 0,57. Observe que
essa estimativa ficou ligeiramente afastada da probabiliade tedrica (= 0, 52).

Duplicando o numero de repeticdes do experimento, espera-se obter uma estimativa mais
proxima da probabilidade tedrica. Veja na figura 1.48 um resultado, usando o GeoGebra.
Agora, com 200 repetictes, a estimativa foi 0, 54 e, portanto, mais perto da probabilidade
tedrica.
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Figura 1.48: Simulacdo de 200 experimentos (lancar um dado 4 vezes), usando o GeoGebra




EXERCICIOS .

(Pisa) Imagine que tenha sido apresentado um documentario sobre terremotos, no qual é
dito com que frequéncia ocorrem e como podem ser previstos. Nesse documentario, um
gedlogo afirmou: “nos préximos 20 anos, a chance de um terremoto acontecer na cidade
de Zed é de duas em trés."

Qual das sentencas a seguir reflete o significado da afirmacao feita pelo geélogo?
a) Como % -20 =~ 13, 3; entre 13 e 14 anos a partir de agora, ocorrera um terremoto na
cidade de Zed.

b) Como % € maior do que % temos certeza de que ocorrera um terremoto na cidade de
Zed em algum momento nos préximos 20 anos.

c) A probabilidade de ocorrer algum terremoto na cidade de Zed em algum momento
nos préoximos 20 anos é maior do que a probabilidade de ele nao ocorrer.

d) N&o se pode dizer sobre o que ird acontecer, pois ninguém sabe quando um terre-
moto ocorrera.
(Pisa) Para dado dia, a previsdo do tempo afirma que, das 12h as 18h, a chance de ocor-
réncia de chuva é de 30%.

Assinale a alternativa que corresponde a melhor interpretacao dessa previsao do tempo.

a) Em 30% da area a qual a previsao se refere havera chuva.
b) em 30% de 6 horas, ou seja, durante o total de 108 minutos, havera chuva.

c) Emrelacdo as pessoas da drea a qual a previsao se refere, pode-se afirmar que 30 a
cada 100 pessoas pegarao chuva.

d) Se a mesma previsdo fosse dada para 100 dias, em cerca de 30 desses 100 dias ha-
veria chuva.

e) A quantidade de chuva serd 30% da intensidade de uma forte precipitacdo (medida
como “chuva por unidade de tempo”).

Sabe-se que a probabilidade de que um casal com trés filhos tenha duas meninas é
Com base nessa afirmacao, responda:

oolw

a) Observando-se ao acaso 160 casais com trés filhos, quantos casais vocé espera que
tenham duas meninas?

b) E em 400 casais com trés filhos?

c) E correto afirmar que se observarmos 80 casais com trés filhos, exatamente 30 ca-
sais terao duas meninas? Por qué?

Nas situacdes a seguir indique a interpretacdo de probabilidade, entre as interpretacdes
classica, frequentista e subjetiva, que melhor se encaixa para a designacao de probabili-
dades.

a) Um dado honesto é lancado trés vezes, deseja-se calcular a probabilidade de se ob-
ter pelo menos duas faces pares.
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b) Um gerente de banco deseja avaliar a probabilidade de um cliente esperar mais de
30 minutos para ser atendido em um dia comum.

c) Deseja-se avaliar a probabilidade de vocé se tornar um Youtuber de sucesso no pro-
Ximo ano.

Em uma escola de Ensino Médio ha dois turnos: manha e tarde. Nesta escola ha alunos
que praticam atividade fisica fora do horario escolar e alunos que ndo praticam. Umaluno
dessa escola sera sorteado. Defina os seguintes eventos A : “o aluno sorteado é do turno
da manha" e B : "o aluno sorteado pratica atividade fisica fora do horério escolar" Des-
creva em palavras os eventos

a) AUB

b) ANB

c) ANB

d ANB
E sorteado um aluno de uma turma de um curso de Inglés na qual ha somente alunos de
15anos, 16 anos e 17 anos completos. Sabe-se que a probabilidade de o aluno selecionado
ter 15 anos é igual a 0,3 e ter 17 anos é igual a 0,2. Determine a probabilidade de o aluno
sorteado

a) ter idade maior do que 16 anos.

b) ter 16 anos.

c) ter pelo menos 15 anos.

d) ter 15 ou 16 anos.

Um posto de coleta de sangue fez um lavantamento das fichas de 500 doadores, obtendo
as seguintes frequéncias relativas por tipo sanguineor e fator Rh.

tipo | Rh+ | Rh- | total
0 0,32 | 0,08 | 0,40
A 0,20 | 010 | 0,30
AB | 016 | 0,04 | 0,20
B 0,07 | 0,03 | 010
total | 0,75 | 0,25 | 1,00

Supondo que o comportamento desses doadores reflita o comportamento da populacao
da regidao do posto de coleta que contém 1 milhdo de pessoas, pede-se calcular, de forma
aproximada, o nimero de pessoas nessa populacao que

a) tenha fator Rh-;

b) tenha sangue tipo A;

c) tenha sangue tipo AB com fator Rh+;

d) ndo tenha sangue tipo O.

e) ndo tenha sangue tipo 0, sabendo que tem fator Rh+.

f) nado tenha sangue tipo O, sabendo que tem fator Rh-.



(UERJ-EQ1-2011) Uma fabrica produz sucos com os seguintes sabores: uva, péssego e la-
ranja. Considere uma caixa com 12 garrafas desses sucos, sendo gquatro de cada sabor.
Retirando-se ao acaso duas garrafas dessa caixa, a probabilidade de que ambas as gar-
rafas contenham suco com o mesmo saber equivale a:

a) 91%

b) 18,2%

c) 27.3%

d) 36,4%

(UERJ-EQ1-2012-adaptada) Trés modelos de aparelhos de ar condicionado |, Il e lll, de di-
ferentes poténcias sao produzidos por determinado fabricante. Uma consulta sobre in-
tencdo de troca de modelo foi realizada com 1000 usuarios desses produtos. No quadro a
seguir estdo indicados os tipos de modelos que os usudrios possuem e se eles pretendem
mudar para outro modelo ou nao.

Dos 400 que possuem o modelo |, 50 nao pretendem mudar de modelo, 150 pretendem
mudar para o Il e 250 para o Ill. Dos 400 que possuem o modelo I, 100 nao pretendem
mudar e 300 pretendem mudar para o lll. €, dos 200 que possuem o modelo Ill, nenhum
deles tem intencao de mudar.

Escolhendo-se aleatoriamente um dos usuarios consultados, a probabilidade de que ele
nao pretenda trocar seu modelo de ar condicionado é:

a) 20%

b) 35%

c) 40%

d) 65%
(UERJ-EQ2-2013) Em uma escola, 20% dos alunos de uma turma marcaram a opcdo cor-
reta de uma questao de multipla escolha que possui quatro alternativas de resposta. Ode
demais alunos marcaram uma das quatro opcdes ao acaso. Verificando-se as respostas
de dois alunos quaisquer dessa turma, a probabilidade de que exatamente um tenha mar-
cado a opcao correta é:

a) 0,48

b) 0,40

c) 0,36

d) 0,25
(ENEM) Um aluno de determinada escola serd escolhido por sorteio para representa-la
em certa atividade. A escola tem dois turnos. No diurno ha 300 alunos, distribuidos em
10 turmas de 30 alunos cada. No noturno ha 240 alunos, distribuidos em 6 turmas de
40 alunos cada. Em vez do sorteio direto, envolvendo os 540 alunos, foram propostos
dois outros métodos de sorteio. METODO I: Escolher ao acaso um dos turnos e, a seguir,
sortear um dos alunos do turno escolhido. METODO II: Escolher ao acaso uma das 16

turmas e, a seguir, sortear um dos alunos dessa turma. Sobre os métodos | e Il é correto
afirmar:

a) Em ambos os métodos, todos os alunos tém a mesma chance de serem sorteados.
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b) No método |, todos os alunos tém a mesma chance de serem sorteados, mas no
meétodo Il a chance de um aluno do diurno ser sorteado é maior do que a de um aluno
do noturno.

¢) No método Il, todos os alunos tém a mesma chance de serem sorteados, mas no
método | a chance de um aluno do diurno ser sorteado & maior do que a de um aluno
do noturno.

d) No método |, a chance de um aluno do noturno ser sorteado é maior do que a chance
de um aluno do diurno, enquanto no método Il ocorre o contrario.

e) Emambos os métodos, a chance de um aluno do diurno ser sorteado é maior do que
a de um aluno do noturno.

(ENEM) Um municipio de 628 km2 é atendido por duas emissoras de radio cujas antenas

A e B alcancam um raio de 10 km do municipio, conforme mostra a figura 1.49:

10km A

Municipio

°,
>

O O

10km B

Figura 1.49: Planta do municipio

Para orcar um contrato publicitario, uma agéncia precisa avaliar a probabilidade que um
morador tem de, circulando livremente pelo municipio, encontrar-se na érea de alcance
de pelo menos uma das emissoras. Essa probabilidade é de aproximadamente:
a) 20%
b) 25%
c) 30%
d) 35%
e) 40%
(ENEM - 2017) Um morador de uma regido metropolitana tem 50% de probabilidade de
atrasar-se para o trabalho quando chove na regido; caso nao chova, sua probabilidade de

atraso é de 25%. Para um determinado dia, o servico de meteorologia estima em 30% a
probabilidade da ocorréncia de chuva nessa regiao.

Qual é probabilidade de esse morador se atrasar para o servico no dia para o qual foi dada
a estimativa de chuva?

a) 0,075

b) 0,150

c) 0,325

d) 0,600

e) 0,800



(ENEM - 2017) Numa avenida existem 10 semaforos. Por causa de uma pane no sistema,
os semaforos ficaram sem controle durante uma hora, e fixaram suas luzes unicamente
em verde ou vermelho. Os semaforos funcionam de forma independente; a probabilidade
de acusar cor verde é de % e a de acusar cor vermelha é de % Uma pessoa percorreu a pé
toda essa avenida durante o periodo da pane, observando a cor da luz de cada um desses
semaforos.

Qual é a probabilidade de que esta pessoa tenha observado exatamente um sinal na cor
verde?
10 -2
Cl) 310

10 - 29
b) 310

210
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c) 310
290
2
e) 310

(UFPR) Durante um surto de gripe, 25% dos funciondrios de uma empresa contrairam
essa doenca. Dentre os que contrairam gripe, 80% apresentaram febre. Constatou-se
também que 8% dos funciondrios apresentaram febre por outros motivos naquele pe-
riodo. Qual a probabilidade de que um funcionério dessa empresa, selecionado ao acaso,
tenha apresentado febre durante o surto de gripe?

a) 20%
b) 26%
c) 28%
d) 33%
e) 35%

(ENEM) Numa escola com 1200 alunos foi realizada uma pesquisa sobre o conhecimento
desses em duas linguas estrangeiras: inglés e espanhol. Nessa pesquisa, constatou-se
que 600 alunos falam inglés, 500 falam espanhol e 300 nao falam qualquer um desses
idiomas.

Escolhendo-se um aluno dessa escola ao acaso e sabendo-se que ele nao fala inglés, qual
a probabilidade de que esse aluno fale espanhol?

a)
b)
c)
d)
e

E‘U‘ OO i ]= 00|UT N[

(ENEM) O psicologo de uma empresa aplica um teste para analisar a aptiddo de um can-
didato a determinado cargo. O teste consiste em uma série de perguntas cujas respostas
devem ser verdadeiro ou falso e termina quando o psicélogo fizer a décima pergunta ou
quando o candidato der a segunda resposta errada, Com base em testes anteriores, o psi-
c6logo sabe que a probabilidade de o candidato errar qualguer uma das respostas é 0,2.
A probabilidade do teste terminar na quinta pergunta é:
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a) 0,02048
b) 0,08192
c) 0,24000
d) 0,40960
e) 0,49152

De um lote contendo 20 l@ampadas das quais 5 sao defeituosas, deseja-se extrair duas

l@mpadas e testa-las sequencialmente.

a) Se as ldmpadas sao extraidas sem reposicao ao lote, responda:

i) Qual a probabilidade de se extrair duas defeituosas?
i) Qual a probabilidade de se extrair duas boas?
iii) Qual a probabilidade de se extrair uma boa e uma defeituosa em qualquer or-
dem?
b) Se as lampadas séo extraidas com reposicdo ao lote, responda:

i) Qual a probabilidade de se extrair duas defeituosas?
i) Qual a probabilidade de se extrair duas boas?
iii) Qual a probabilidade de se extrair uma boa e uma defeituosa em qualquer or-
dem?
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